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Resumen

En el articulo se ejemplifica una forma de darle tratamiento metodologico a las funciones que
se estudian en el Preuniversitario, haciendo uso del sistema de Geometria Dinamica Cabri
Geometre Il. La propuesta puede contribuir a mejorar el aprendizaje de esta tematica, tan
importante para los estudios futuros de los alumnos, y a mejorar el interés de los estudiantes
por la Matematica. También, la propuesta le servira de guia a profesores para el uso de estos
sistemas en la ensefianza de esta asignatura, la cual es un objetivo en los programas
vigentes.
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Summary

In the article, the authors develop a way to exemplify and provide methodological treatment to
the functions studied in Senior High School, using Dynamic Geometry Cabri Geometre Il. The
proposal can contribute to improve the learning of mathematics, so important for the future
studies of the students and improve their interest towards the subject. Besides, the proposal
will be a proper guide for teachers to use these systems in the teaching of mathematics,
which is a goal of current programs.

Key words: Function, Dynamic Geometry, Preuniversitario.

Desde épocas muy remotas, el hombre, al estudiar los distintos fenémenos de la naturaleza,
distinguié las magnitudes que caracterizan estos fendmenos y se percatd que existian
magnitudes constantes y magnitudes variables. Y por supuesto, lo mas comun es que en el

estudio de un fendmeno prevalezcan las magnitudes variables, pues los valores de las
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magnitudes consideradas en el mismo varian de acuerdo con los cambios que se produzcan
en las condiciones en que transcurre el fendmeno estudiado.

Indudablemente, lo mas interesante es establecer la relacion entre magnitudes variables y
magnitudes constantes que intervienen en la descripcién del fenédmeno dado y, en particular,
aquellas relaciones en que, a valores de ciertas magnitudes, corresponden determinados
valores de las restantes. Este ultimo tipo de relaciones, conocidos con el nombre de
relaciones funcionales, son precisamente una manifestacion cuantitativa de la relacion de
causa y efecto en los fenémenos, por lo que son de gran importancia en el estudio de la
naturaleza.

Evidentemente, estas relaciones funcionales, en un inicio, se estudiaban de una forma muy
sencilla, pero a medida que el estudio de los fendmenos de la naturaleza se fue
profundizando, el hombre necesité de formulas con las cuales poder expresar
matematicamente las leyes descubiertas.

Esto se logré en el siglo XVII con la introduccidén de la magnitud variable cartesiana por René
Descartes y Pierre Fermat. Con esta introduccion las funciones se comenzaron a representar
mediante formulas y graficos.

Sin embargo, la palabra funcién no surge hasta que el matematico aleman Leibniz (1646—
1716) la utilizé en 1694 para designar la dependencia lineal entre los valores de las abscisas
y los puntos de la representacién gréfica.

Por otro lado, el criterio de que bastaba asociar la nocion de funcion a las formulas analiticas
fue insuficiente, pues con el estudio de las vibraciones de una cuerda se encontrdé que no en
todos los casos es posible obtener una férmula de este tipo.

No fue hasta mediados del siglo XIX en que se logré dar una definicion del concepto de
funcion que reflejara exclusivamente el hecho de que una funcion es una relacion entre
distintas magnitudes, que posee ciertas caracteristicas, elimindndose asi la limitante de que
dicha relacion pudiera ser o no expresada analiticamente mediante una férmula; esto fue
logrado por el matemético aleméan Dirichlet (1805—-1859).

Y como es sabido, en casi todas las ramas de la Matemética moderna, la investigacion se
centra en el estudio de funciones. Por lo tanto, el concepto de funcibn es de gran

generalidad.



Como se puede apreciar, se esta en presencia de uno de los conceptos mas importantes de
la Matemética y que se comienza a formar desde la ensefianza preescolar y culmina en la
Universidad.
En el presente articulo se muestran algunas ideas de cémo tratar las funciones que se
estudian en el Preuniversitario, haciendo uso de los programas de Geometria Dinamica, en
particular, el Cabri Geometre Il, que constituye una herramienta poderosa para la graficacion
de funciones y como medio de ensefianza para este tipo de contenido, por las posibilidades
de interactividad con el usuario.
Dentro de los objetivos generales de la asignatura Matematica en el nivel Medio Superior
se encuentra: “Desarrollar habitos de estudio y técnicas para la adquisicion independiente de
nuevos conocimientos y la racionalizacion del trabajo mental con ayuda de los recursos de
las tecnologias de la informatica y la comunicacion, que le permitan la superacion
permanente y la orientacion en el entorno natural, productivo y social donde se
desenvuelve.” (Programa de Matematica, 2004: 6-7).
Por otra parte, en las indicaciones metodoldgicas generales de la asignatura Matematica,
se plantea la utilizacion de las tecnologias de la Informatica y la Comunicacién con el objetivo
de adquirir informacion y racionalizar el trabajo de calculo, pero también con fines
heuristicos. Y se insiste que otro elemento a tener en cuenta en la planificacion de las
clases es la introduccion coherente del software educativo, los sistemas de aplicacion y los
asistentes matematicos como Equation y el Gedmetra, los cuales deben ser utilizados por los
alumnos dentro y fuera de las clases, a partir de la certera orientacion de los docentes.
Como se puede observar, el uso de las nuevas tecnologias constituye, en la actualidad, una
prioridad dentro de la ensefianza y el aprendizaje de la Matematica del Preuniversitario.
Por otro lado, en los programas actuales de Matematica para este nivel se contempla el
estudio de las funciones lineales, cuadraticas, con radicales, trigopnométricas, exponenciales
y logaritmicas, y dentro de los objetivos generales relacionados con la tematica de las
funciones estan:

v Sistematizar las propiedades (monotonia, paridad, inyectividad, sobreyectividad,

biyectividad) de las funciones a estudiar.
v' Determinar las propiedades fundamentales de las funciones estudiadas.

v' Representar graficamente las funciones estudiadas.



v' Transferir de una representacion a otra de las funciones, es decir, de sus propiedades
a su representacion analitica, gréfica o descriptiva (en el lenguaje comun) y viceversa,
aplicando estos conocimientos a situaciones de la practica u otras ciencias.
En este caso se aborda una de dichas aristas con el uso del programa de Geometria
Dindmica Cabri Geometre Il para el tratamiento de las funciones, que ademas esta insertado
dentro del software “Eureka” dirigido a la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en el
Preuniversitario; es decir, los autores hacen una propuesta de como usar esta tecnologia en
el estudio de las propiedades de las funciones a partir del grafico de la misma.
Se ejemplificara el trabajo con la funcién y = x*.
Para estudiar las propiedades fundamentales de la funcion a través de su representacion
grafica, con el uso del programa Cabri Geometre I, se pueden orientar al estudiante las
siguientes tareas:
Tarea 1:
1. Grafica la funciény = x°.
2. Activa la traza del punto que recorre el eje “X” y del punto que recorre el eje “y”.
3. Colorea con rojo el punto del eje “x” y con azul el punto del eje “y”.
4. Mueve el punto del eje “X”. ¢ Qué observas en los ejes de coordenadas?
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Con esta tarea el alumno puede observar que las proyecciones de la grafica de la curva
sobre los ejes de las abscisas y de las ordenadas es precisamente todo el eje. Esto da la
posibilidad al estudiante de llegar a la conclusion de que el dominio y la imagen de la
funcion son los numeros reales.
Ademas, al observar el grafico de la funcién se percatara que la curva corta al eje de las
abscisas en x = 0, siendo este el cero de la funcion.
De la misma forma puede observar que la curva no alcanza ni maximo ni minimo.
Para la simetria se puede orientar la siguiente tarea:
Tarea 2:
A la funcion anterior aplicale una rotacién con centro en el origen de coordenadas y un
angulo de rotacién de 180°. ;Qué observas? ¢ A qué conclusién puedes arribar?
Y podr& observar que el gréfico imagen coincide con el grafico original. Lo que le permitira
concluir que la funcion es simétrica respecto al origen de coordenadas. Y de aqui se deduce
la propiedad de que la funcion es impar.
Para la monotonia de la funcion se puede orientar la siguiente tarea:
Tarea 3:

1. Determina las coordenadas de los puntos que se mueven en los ejes de las abscisas y

de las ordenadas.
2. Mueve el punto del eje de las abscisas de manera que los valores de la x aumenten.
¢, Qué sucede con los valores de las y?

3. ¢A qué conclusién puedes arribar?
De esta forma el estudiante puede concluir que la funcion es mondtona creciente en todo
su dominio.
A partir del mismo gréfico de la funcion cubica se puede determinar si la funcion es inyectiva
0 no; para ello se puede orientar al estudiante que trace una recta una paralela al eje de
abscisas, si esta corta al grafico de la funciébn en mas de un punto, entonces dicha funciéon no
es inyectiva. Por lo tanto, en este caso el alumno se percatara que la funcion es inyectiva,
pues al mover la recta, paralela al eje de abscisas, esta corta al grafico en un solo punto.
También es importante valorar el efecto de los parametros a, b y ¢ sobre el graficodey = x*y
en sus propiedades, es decir, se hara el analisis de la funcion de la forma:

f(x)=a(x-b)*+ ¢ (a#0)



El estudio se hara por etapas a partir del gréfico de y = x> y con el uso del siguiente medio de

ensefanza.
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Este medio permitira al estudiante variar los parametros a, b y ¢ en la ecuacién de la funcién
y podréa observar cémo varia la grafica de la funcién y = x°, lo que le permitira obtener las
propiedades de las diferentes funciones que se obtienen.

Tarea 1:

a) Asigna los siguientes valores a los parametros a,byc,a=1,b=-2yc=0.

b) Observa qué sucede con el grafico de la funcion y = x°.

c) Determina las propiedades de la funcién que obtuviste.

A partir del grafico el estudiante puede reconocer las siguientes propiedades de la funcién y
= (x + 2)°.

Propiedades.

Dominio: x € R

Imagen:y € R



Cero:x=-2

Maximo o minimo: no alcanza maximo ni minimo.

Simetria: es simétrica respecto al punto (-2;0).

Monotonia: monotona creciente.

Es una funcién inyectiva.

Puede concluir ademas que su gréfico se obtiene por una traslacion del grafico de y = x*, de
dos unidades en el sentido negativo del eje de abscisas.

Tarea 2:

a) Asigna los siguientes valores a los parametros a,byc.a=1/2,b=-2yc=0.

b) Observa qué sucede con el gréfico de la funcién y = (x + 2)3.

c) Determina las propiedades de la funcién que obtuvo.

A partir del grafico el estudiante puede reconocer las siguientes propiedades de la funcion y
=1 (x + 2)°.

Propiedades.

Dominio: x € R

Imagen:y € R

Cero:x=-2

Maximo o minimo: no alcanza maximo ni minimo.

Simetria: es simétrica respecto al punto (-2; 0).

Monotonia: monotona creciente.

Es una funcién inyectiva.

Puede concluir ademas que su grafico se obtiene por una contraccién de razén %2 a partir del
gréaficode y = (x + 2)°

Tarea 3:

a) Asigna los siguientes valores a los parametros a, byc.a=-1/2,b=-2yc=0.

b) Observa qué sucede con el gréfico de la funciény = ¥ (x + 2)°.

c) Determina las propiedades de la funcién que obtuvo.

A partir del grafico el estudiante puede reconocer las siguientes propiedades de la funcién y
=-1 (x + 2)%

Propiedades.

Dominio: x € R

Imagen:y € R



Cero:x=-2

Maximo o minimo: no alcanza maximo ni minimo.

Simetria: es simétrica respecto al punto (-2; 0).

Monotonia: monotona decreciente.

Es una funcién inyectiva.

Puede concluir que el grafico se obtiene por una reflexion respecto al eje de abscisas, a partir
del gréfico de y = % (x + 2)°.

Tarea 4:

a) Asigna los siguientes valores a los parametros a,byc.a=-1/2,b=-2yc=1.

b) Observa qué sucede con el grafico de la funcién y = ¥ (x + 2)°.

c) Determina las propiedades de la funcién que obtuvo.

A partir del grafico el estudiante puede reconocer las siguientes propiedades de la funcion y
=-1 (x+2)3+ 1.

Propiedades.

Dominio: x € R

Imagen:y € R

Cero:x=-2

Maximo o minimo: no alcanza maximo ni minimo.

Simetria: es simétrica respecto al punto (-2; 1).

Monotonia: monotona decreciente.

Es una funcién inyectiva.

No es una funcion impar.

Puede concluir que el grafico se obtiene mediante una traslacién de una unidad en el sentido
del eje de ordenadas, a partir del grafico de 'y = -1/2 (x + 2)°.

A manera de resumen, el alumno puede plantear que el efecto de cada parametro en el
gréfico de la funcion f(x) =a(x-b)* + ¢ respecto al gréfico y = x3, es como sigue:

Parametro a:

Dilatacién o contraccién: segin sea la| mayor o menor que 1.

Reflexién: respecto al eje de abscisas sia<0

Parametro b:

Traslaciéon en la direccion positiva del eje de abscisas sib >0

Traslaciéon en la direccion negativa del eje de abscisas sib <0



Parametro c:

Traslaciéon en la direccion positiva del eje de ordenadas si ¢ > 0

Traslaciéon en la direccion negativa del eje de ordenadas si ¢ <0

Como se puede observar, no hay dudas que el uso de estas tecnologias en la ensefianza de
las funciones en el Preuniversitario y usando este tipo de actividades, donde el estudiante
interactia con el programa, se lograran los objetivos propuestos de una forma mas
productiva, pues el propio estudiante va descubriendo las diferentes propiedades y va viendo
como varia el grafico de la funcibn en dependencia de la variacion de los diferentes
parametros que intervienen en la ecuacion de la funcion.

Para las demas funciones que son objeto de estudio en el Preuniversitario se puede realizar
un trabajo similar al ejemplificado con la funcion cubica, haciendo uso del programa de
Geometria DinAmica Cabri Geometre II.

En el mundo presente la escuela no puede estar al margen de los avances tecnoldgicos.
Actualmente el uso de las calculadoras y computadores proveen al estudiante de
herramientas especificas de calculo, que le permiten dedicar mas tiempo al proceso de
busqueda critica de caminos de solucion a situaciones propuestas, que a las operaciones
repetitivas.

La interaccién es, quizas, una de las posibilidades mas prometedoras del uso de la
tecnologia como apoyo educacional y la tendencia de los ultimos afios ha sido la de crear
aplicaciones de proposito educativo que permitan esta interactividad; un ejemplo es
precisamente el sistema de Geometria Dindmica Cabri Geometre I, el cual brinda este tipo
de facilidad.

En las actividades interactivas, el estudiante tiene una participacion activa. Mas alla de
apretar botones para ver qué ocurre, en este tipo de actividad el alumno puede participar
activamente de situaciones que despierten su interés y lo hagan descubrir. Es decir, este tipo
de actividades brinda la posibilidad de que el estudiante razone, que descubra y concluya.
Ademas permiten resolver problemas por ensayo y error e introducir conceptos. Por otra
parte, la literatura sobre actividades matematicas usando la computadora crece dia a dia; en
la Internet se brinda software educativo gratuito para graficar funciones, para explorar lugares
geométricos, para simular experimentos aleatorios, etc. Los profesores deben conocer y
manejar estos programas con el fin de disefar actividades de aprendizajes que permitan el

uso de las computadoras como medio de resolucion de situaciones problematicas.



Con el uso de la tecnologia el profesor adquiere compromisos diferentes. Una clase en la
cual el estudiante pueda explorar o hacer conclusiones, requiere de mayor preparacion.
Pueden ocurrir situaciones no previstas, conclusiones no esperadas y debe estar preparado
para ello.

Por otra parte, las dinamicas educativas computarizadas requieren un mayor COmpromiso por
parte del estudiante. Hay tareas que debe atender solo, con pocos, o ningun control por parte
del profesor. Y muchas actividades estarian condenadas al fracaso si el estudiante no asume
un rol activo en el proceso.

El tema que se ejemplifica tiene su dificultad a la hora de ser tratado en el aula por vias
tradicionales y no hay dudas que el uso de esta tecnologia puede contribuir a mejorar los
resultados del aprendizaje del mismo, aunque hay que tener presente la comunicaciéon que
debe existir entre el estudiante y el educador para lograr la construccién del concepto
deseado.

Estos programas abren una serie de oportunidades. Entre otras caracteristicas, llama la
atencion que pueden adaptarse a las dificultades propias de cada estudiante, pues permiten
gue sea él mismo quien controle el tiempo dedicado a estudiar una materia; se espera que
esta libertad pueda contribuir a aumentar el aprovechamiento del tiempo dedicado al
aprendizaje, que posibilita a los estudiantes aprender independientemente, en su propio
espacio y de una manera no lineal, facilitando la generacion de métodos personificados de
estudio.

Las opciones que ofrece el uso adecuado del sistema Cabri Geometre Il podria generar
mejoras en la calidad de las clases. No obstante, se hace necesario revisar las propuestas
hechas en otras universidades, con el objetivo de estudiar sus resultados para minimizar
cualquier amenaza que pueda perjudicar la estrategia que se propone en el trabajo.

Por ultimo, los autores desean resaltar que estos sistemas no deben inducir a hacer usos
inadecuados de los mismos; las facilidades graficas, la velocidad y otras ventajas de este
medio no son suficientes razones para usarlo en Educacion. La mejor razon para decidir
usarlo en el desarrollo de un tema es porque puede contribuir a mejorar los objetivos
propuestos parale mismo. Y por otra parte, se debe pensar en ir cambiando para bien la

forma de actuar de los docentes.
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